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La récursivité

Derniére mise a jour le : 02/11/2023

Pochette de I'album Ummagumma de Pink Floyd.

Commencgons par quelques définitions trouvées sur Wikipédia :

« Récursivité : démarche qui fait référence a I'objet méme de la démarche a un moment du processus.
* Récursivité (programmation informatique) : Fait pour un objet de s'appeler lui-méme.

¢ Un objet est dit récursif s'il se définit a partir de lui-méme, s'il apparait dans sa définition.

¢ Une construction est récursive si elle se définit a partir d’elle-méme.

Ainsi, les exemples suivants sont des cas concrets de récursivité :

e décrire un processus dépendant de données en faisant appel a ce méme processus sur d'autres données plus « simples » ;

e montrer une image contenant des images similaires (comme la pochette de I'aloum Ummagumma de Pink Floyd ci-dessus) ;

¢ faire pointer un article de Wikipédia vers lui-méme ou vers un article qui, par une succession de pointeurs, pointe vers l'article dont on est
parti.

= Retour sur les listes

Des constructions récursives

Une des opérations primitives du type abstrait Liste est le constructeur construit(e, L) quicrée une liste dont la téte est I'élément e et la
queue est la liste L. Pour construire la liste formée par les nombres 5, 3, 8 et 1il fallait procéder ainsi:

construit(5, construit(3, construit(8, construit(1l, listevide()))))

Ceci est une construction récursive car l'opérateur construit s'appelle lui-méme a plusieurs reprises. Dans le cas de notre implémentation
avec des couples, cette construction mémorisait notre liste dans le tuple suivant:

(5, (3, (8, (1, None))))

Une premiére fonction récursive

Nous avions également défini I'opération dernier(L) qui doit renvoyer le dernier élément d'une liste L. Cette opération était implémentée par
la fonction suivante :

def dernier(L):
while reste(L) != listevide(): # tant que le reste de la liste n'est pas vide
L = reste(L) # on passe au reste
return premier(L) # on renvoie le premier élément de la derniére paire

Il s'agit d'une fonction écrite de maniere jtérative car elle ne s'appelle pas elle-méme. On se propose d'écrire une version récursive de cette
fonction. Il faut commencer par réfléchir un peu...

Comment obtenir le dernier élément d'une liste ?



C'est assez simple en fait :

¢ silereste est la liste vide, on a trouvé le dernier élément
¢ sinon, le dernier élément de L est égal au dernier élément du reste de L : dernier(L) = dernier(reste(L)).En effet,si L est la liste de
nombres 5, 2, 8,1alors :
o dernier(L) vautl

o reste(L) est la liste de nombres 2, 8,1 qui a aussi pour dernier élément 1donc dernier(reste(L)) vaut aussil.

On vient de voir que pour trouver le dernier élément d'une liste il suffit de calculer le dernier élément du reste de la liste, et répéter ce processus
jusqu'a ce que le reste soit vide.

On raméne ainsi le calcul du dernier élément d'une liste au calcul du dernier élément d'une liste plus petite (reste(L)) jusqu'a ce que cela
devienne impossible.

lllustration sur un exemple : pour calculer le dernier élément de la liste 5,3,8,1:

¢ onveut trouver dernier(5, 3, 8, 1)

e celarevient a calculer dernier(reste(5, 3, 8, 1)) c'est-a-dire dernier(3, 8, 1)

e quiest égal a dernier(reste(3, 8, 1)) c'est-a-dire dernier(8, 1)

e quiest égal a dernier(reste(8, 1)) c'est-a-dire dernier(1)

e quiest égala 1 eston s'arréte ici puisque 1 n'a plus de reste. La réponse est donc 1!

Bilan : On peut récrire la fonction dernier de maniére récursive de la fagon suivante :

def dernier(L):
if reste(L) == listevide(): # si le reste est vide, c'est terminé
return premier(L) # et on renvoie alors sa téte
else:
return dernier(reste(L)) # sinon la réponse est le dernier élément du reste

Analyse : Cette fonction est bien récursive puisqu'elle s'appelle elle-méme. On trouve ici le schéma classique d'un algorithme récursif :

¢ On définit le cas de base (ici lorsque le reste est vide) qui est un cas pour lequel on peut donner le résultat facilement. Il n'est alors plus
nécessaire de faire un appel récursif donc cela constitue notre condition d'arrét (sinon la fonction s'appellerait a I'infini) ;
¢ Sinon, on fait un appel récursif a la fonction mais sur une donnée plus petite (ici une liste plus petite).

o Comme les appels récursifs se font sur des données dont la taille diminue, on est str d'aboutir (au bout
d'un certain nombre d'appels) au cas de base qui mettra fin aux appels récursifs, ce qui assure la
terminaison de l'algorithme.

La plupart des opérations sur les listes peuvent étre implémentées par des fonctions récursives.

/ Afaire : Exercice 1

m Dérouler I'exécution d'une fonction récursive

Il est important de comprendre que chaque appel récursif met « en pause » I'exécution en cours, en attente d'obtenir le résultat qui est
déterminé par l'appel suivant. Concrétement :

¢ Les appels sont tour a tour mis « en pause » jusqu'au dernier appel qui fourni un résultat. On appelle cela le dépliage (ou la descente).
e Ce résultat est ensuite transmis a l'appel précédent qui l'utilise pour calculer son propre résultat et le transmettre a l'appel précédent, et
ainsi de suite jusqu'au premier appel qui peut alors calculer le résultat final. On appelle cela I'évaluation (ou la remontée).

Voici deux exemples qui illustrent ces deux étapes.
Exemple de la fonction dernier
Nous récrivons cette fonction pour I'avoir sous les yeux et déroulons I'exécution de lI'appel dernier((5, (3, (8, None))).

def dernier(L):
if reste(L) == listevide():
return premier(L)
else:
return dernier(reste(L))

Phase de dépliage :

¢ ler apppel : dernier((5, (3, (8, None)))



o reste(L) = (3, (8, None))
o ligne 5:doit renvoyer la valeur dernier((3, (8, None))) quinécessite un deuxiéme appel pour étre évaluée. Le premier appel est
donc mis en pause pour attendre le résultat du deuxiéme.
¢ 2éme appel : dernier((3, (8, None)))
o reste(L) = (8, None)
o ligne 5: doit renvoyer la valeur dernier((8, None)) qui nécessite un troisieme appel pour étre évaluée. Le deuxieéme appel est donc
mis en pause pour attendre le résultat du troisieme.
¢ 3éme appel: dernier((8, None))
o reste(L) = None

o ligne 3:renvoie le résultat 8 (puisque le reste est vide) qui est celui attendu par le deuxieme appel.

Phase d'évaluation :

* 2éme appel (suite et fin) : Le deuxiéme appel attendait la valeur de dernier((8, None)) pour la renvoyer. Celle-ci a été évaluée a 8 par le
troisieme appel donc dernier((3, (8, None))) renvoie la valeur 8.

¢ ler appel (suite et fin) : Le premier appel attendait la valeur de dernier((3, (8, None))) pour la renvoyer. Celle-ci a été évaluée a 8 par le
second appel donc dernier((5, (3, (8, None))) renvoie la valeur 8 qui est le résultat final.

On peut résumer ces étapes par le schéma ci-dessous :

DEPLIAGE
—

dernier((5, (3, (8, None)})

L (5, (3, (8, Mone))) dernier((2, (8, N

r‘gste(L) (3, (8, Non_e)) _ /' Ler-nler'(( ((3, (St:n:z%l)) _

Ligne 4 renvoie dernier((3, (8, None)) = 7 reste(L) (8, None) dernier((8, None))
Ligne 4 renvoie dernier( (8, None)) = L (8, Mone)

reste(L) Nene

/ Ligne 2 renvoie premier((8, None)) = 8

—
EVALUATION

n
w

Ligne4 [ renvoie dernier((8, None))

Ligned [ renvoie dernier((3, (8, None)) = 8
Réponse : 8

Fig. 1- Déroulement des appels récursifs.

Autre exemple : calcul de puissances

On se propose d'écrire une fonction récursive (naive) qui calcule les puissances de 2 c'est-a-dire une fonction deux_puissance(n) quirenvoie la
valeur de 2", ou n est un entier positif.

Ecriture de la fonction récursive

Commencons par réfléchir & la facon dont on peut calculer 2™,

 Le cas de base correspond a n = 0 et dans ce cas 2" = 20=1.
« Sinon, on peut calculer 2® en faisant 2 x 2" .

On a désormais tout ce qu'il faut car on sait comment passer du calcul de 2" & celui de on-t pour notre appel récursif et on connait le cas de
base qui sera notre condition d'arrét de la récursion :

1sin=0

d i =
eux_puissance(n) { 2 x deux_puissance(n — 1) sin > 0

Voici la fonction récursive que I'on peut écrire :

def deux_puissance(n):
if n == 0: # cas de base
return 1

else: # sinon appel récursif avec un argument plus petit
return 2 * deux_puissance(n-1)

>>> deux_puissance(3)
8

Déroulement de son exécution
Nous allons représenter de différentes (autres) manieres I'exécution de deux_puissance(3).

Arbre d'appel



DEPLIAGE

deux_puissance(3) = return 2 * deux_puissance(2)

return 2 * deux_puissance(1)

return 2 * deux_puissance(9)

Autre représentation

deux_puissance(3)

-> 2 * deux_puissance(2)

-> -> 2 * 2 * deux_puissance(1)

-> -> -> 2 * 2 * 2 * deux_puissance(9)

2 %2 %2 %1

2 %2 %2

Autre représentation (bis)

deux_puissance(3)
2 * deux_puissance(2) = ?
appel a deux_puissance(2)

2 * deux_puissance(1l) = ?
appel a deux_puissance(1)
2 * deux_puissance(9) = ?
appel a deux_puissance(9)

renvoie 1
2 *1
renvoie 2
2 * 2

renvoie 4
2 * 4
renvoie 8

Empilement des appels

return 1

-> DEPLIAGE

<- EVALUATION

DEPLIAGE

EVALUATION

EVALUTATION

I

I

| 2*4-=38
I I

| 2*2=4
I I

| 2*1=2
I I

| 1

DEPLIAGE

deux_puissance(1) = 2 * deux_puissance{0) =7

‘» deux_puissance(2)

=2 * deux_puissance(1) =7

X_PUISSanct

I deux_puissance(3) = 2 * deux_puissance(2) = ? I

2 ¥ deux_puiss

deux_puissance(2)

deux_puissance(2)=272=4

Réponse : 8

| deux_puissance(3)=2*4=8

ance{3) = 2 * deux_pui

—

Légende : orange = en pause ; bleu = appel en cours

Utilisation d'outils

On peut visualiser avec Python Tutor le dépliage (descente) puis I'évaluation (remontée) : lien vers pythontutor.

Mais le mieux est d'exécuter le programme avec I'environnement Thonny qui permet de voir en mode pas a pas les appels récursifs par

EVALUATION

ouverture d'une nouvelle fenétre a chaque appel d'une fonction.

Fig. 2 - Pile d'exécution des appels récursifs.




Logo du logiciel Thonny.
Crédits : Aivar Annamaa, MIT, via Wikimedia Commons

m Récursif vs itératif

Il est prouvé que tout programme récursif peut étre transformé en un programme impératif et réciproquement (méme si ce n'est pas toujours
évident).

Quel choix doit-on faire pour écrire un programme ?

Puissances de deux - version itérative

def deux_puissance_iter(n):
reponse = 1
for i in range(n):
reponse = reponse * 2
return reponse

Puissances de deux - version récursive

def deux_puissance_rec(n):
if n ==
return 1
else:
return 2 * deux_puissance_rec(n-1)

Une maniére de penser
La fagon de raisonner n'est pas la méme selon la méthode :

¢ en itératif, on doit penser a la suite des ordres a appliquer pour progresser des données vers le résultat,
¢ en récursif, on commence par réfléchir a I'expression du résultat a calculer (dans le(s) cas de base et le cas récursif)

Ces deux méthodes de raisonnement sont respectivement a la base de la programmation impérative (que nous avons utilisé jusqu'a présent)
et de la programmation fonctionnelle que nous étudierons cette année. En particulier, vous verrez que les fonctions récursives se traduisent
tres facilement en des fonctions respectant le paradigme de programmation fonctionnelle.

Une question d'élégance ?

Méme si la méthode impérative nous est plus familiére, il faut reconnaitre que la méthode récursive est plus élégante, plus lisible et souvent
plus courte a écrire car elle évite d'utiliser de nombreuses structures itératives.

De plus, la méthode récursive est trés utile pour écrire des algorithmes sur des structures de données abstraites comme les listes, les arbres et
les graphes. Elle est également souvent utilisée pour écrire des algorithmes de la catégorie « diviser pour régner ». Nous étudierons tout cela
cette année.

Une question d'efficacité ?
En temps

Le modeéle électronique d'un ordinateur est impératif, donc tout programme doit étre complilé en itératif. Un programme récursif doit donc
étre dérécursivé (traduit en itératif) par le compilateur pour étre exécuté. Cette phase de dérécursivation implique qu'un programme récursif
s'exécute toujours (un peu) plus lentement qu'un programme itératif, mais l'ordre de grandeur est le méme.

En espace

Nous avons vu que l'exécution d'un programme récursif entrainait des appels récursifs qui sont successivement mis en attente du résultat de
I'appel suivant. Il est donc nécessaire de stocker en mémoire le contexte dans lequel chaque appel de la fonction a lieu (la valeur de ses
parametres, I'adresse mémoire de retour). En pratique, lors de la descente (phase de dépliage), ces contextes sont empilés au fur et a mesure
les uns au-dessus des autres et sont dépilés au fur et @ mesure lors de la remontée (phase d'évalution) commme sur le dernier schéma
d'exécution.



L'environnement Thonny permet de bien visualiser cet empilement/dépilement des différents contextes d'appels.

Cet empilement (et dépilement) est assuré par une structure de données abstraite appelée pile que nous étudierons également cette année.
Le dernier schéma proposé correspond a ce qu'on appelle la pile d'exécution de la fonction récursive. Cette pile est coliteuse en mémoire et
rend les programmes récursifs plus coGteux en mémoire. De plus, cette pile n'a pas une taille infinie ce qui limite le nombre d'appels récursifs

possibles : s'ily en a trop, la pile devient pleine et le programme terminera par une erreur.

Certains langages de programmation spécialisés dans I'écriture de programmes récursifs savent optimiser cela et ainsi éviter tout
débordement de la pile. C'est le cas des langages fonctionnels (comme LISP) mais ce n'est le cas de Python.

En Python, le nombre d'appels récursifs est limité. Si on le dépasse, une erreur de type RecursionError est levée. On peut le voir facilement :

>>> deux_puissance_rec(3000)
Traceback (most recent call last):

RecursionError: maximum recursion depth exceeded in comparison
La version itérative renvoie le résultat :

deux_puissance_iter(3000)
>>> 123023192216111717693155881327675251464071389573683371576611802916005880061467294877536006783859345958242964925405180:

>

/ Afaire: Activités 2,3 4 et 5

= Bilan

¢ Un programme (une fonction ici) est dit récursiflorsqu'il s'appelle lui-méme.

e |arécursivité est avant tout un principe algorithmigue de description de la solution d’'un probléme dont le principe consiste a ramener la
résolution du probléme a la résolution du méme probléme mais sur un objet plus petit. La méthode récursive est souvent plus élégante,
concise et compréhensible que la méthode itérative.

e Pour écrire une fonction récursive il est nécessaire de penser récursif:

o commencer par trouver le(s) cas de base dans le(s)quel(s) on peut donner une réponse au probleme
o déterminer ensuite l'expression des cas récursifs qui visent a trouver la réponse en fonction de la réponse au méme probléme mais
sur des données de plus petite taille.

¢ ['exécution d'une fonction récursive se déroule en deux phases : la phase de dépliage (ou descente) et la phase d'évaluation (remontée).
Dans la premiére, chague appel récursif fait a son tour un appel récursif jusqu'au(x) cas de base qui termine(nt) cette cascade d'appels.
Commence ensuite la deuxieéme phase ou les évaluations (des résultats) remontent jusqu'a I'appel initial qui termine I'exécution.

¢ Dans la phase de descente, commme l'exécution de chaque appel est « mis en pause » au moment de l'appel récursif suivant, on mémorise
leurs états (contextes) en les empilant dans une pile. Ils sont ensuite dépilés successivement lors de la remontée. Cet empilement est
colteux en mémoire et, en Python, il faut veiller a ne pas dépasser la capacité maximale de la pile.
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